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摘要 : 研究了一类半线性系统的零解 (零状态) 稳定和渐近稳定性 ,考虑系统的输入信号或者控
制 u ( t) 不仅是信号本身而且为具有输出反馈的输入 ,文章的结论利用范数转换的方法来讨论 ,
最后利用具体例子对结论进行了验证.
关键词 : 半线性系统 ; 范数转换方法 ; 稳定性
中图分类号 : O17511 　　文献标识码 : A 　　文章编号 : 1001 - 0505 (2004) 0620857205
Stability of a class of bilinear systems
Ji Guojun1 　　Zhou Yan2
(1School of Management , Xiamen University , Xiamen 361005 , China)
(2School of Finance , Xiamen University , Xiamen 361005 , China)
Abstract : The zero solutions (or zero states) stability and the asymptotic stability of a class of
differential bilinear systems are discussed. Time2varying bilinear systems with output feedback is
considered. The input or control u ( t) is not only a signal but also an input with output feedback.
The analysis is given by using norm2t ransformation method and an example is presented to verify our
results.
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半线性系统是非线性系统中很重要的子系统之一. 在各种实际工程应用领域很多问题都用半线性系
统来表示[1 ,2 ] . 近年来 ,文献 [ 3～5 ]讨论了半线性系统的稳定性研究. 多数文献都考虑具有线性反馈的连
续时不变半线性系统 ,而近年来的研究也侧重于在一定的必要条件下寻求反馈控制使得闭环系统渐近稳
定. 比较显著的结果是稳定性的必要条件建立在需要系统的 Liapunov 函数的存在性或者依赖于反馈输入
u ( t) 的正定 (或者负定)矩阵的存在 ,通常情况下这些矩阵是难以得到的 ,甚至数值验证都较困难.
本文研究一类微分半线性系统 ,并给出有关稳定性与渐近稳定性的结论. 考虑的是连续时变的具有输
出反馈的半线性系统情形 ,其中的反馈函数 f 属于包括线性的、满足 Lipschitz 型条件的和二次型的函数
空间. 文中结论的证明用到文献[6 ]给出的范数转换方法.
1 　记号与引理
令 Rn 表示一切 n 维向量构成的向量空间 ,其中的向量 X = { x 1 , x 2 , ⋯, x n}
T ∈Rn 的范数定义为













Rn 到 R上的线性函数 f 的范数表示为 ‖f ‖= sup
X ≠0
‖f ( X) ‖
‖X ‖ . 用 L
p ( [ t0 , ∞) ) 表示一切可测函数 g :[ t0 ,
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‖G ( t) ‖pd t
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p
< ∞, p ≠∞,则称
G ( t) 在 L p ( [ t0 , ∞) ) 上是有界的矩阵. 对依赖于时间 t 的连续函数矩阵 A ,称 A 为连续矩阵.






d t ≤ k f T
α (1)
式中 , w ( t) = sup
‖X ‖≤t
‖f ( X) ‖为实函数 ,α为正整数. 易见 , 当函数为线性的、满足 Lipschitz 型条件和
f (0) = 0 或二次型函数 (α = 2) 时 ,则不等式 (1) 成立. 如对函数 f ( X) = ‖X ‖sin 1‖X ‖, ‖X ‖∈[0 ,
1 ] ,虽不满足 Lipschitz 型条件 ,但满足不等式 (1) . 给出后面要用到的下列引理.
引理 1 　假设从 Rn 到 Rm 的函数 f 满足不等式 (1) ,记 u ( t) = f ( Y( t) ) , Y( t) = H ( t) X ( t) ,则成
立 ‖u ( t) ‖≤2α+1 k f ‖H ( t) ‖
α‖X ( t) ‖α.
证明 　因 u ( t) = f ( Y( t) ) , Y( t) = H ( t) X ( t) ,则有




‖z ‖≤2 - i ‖H ( t) ‖‖X( t) ‖




w (2 - i ‖H ( t) ‖‖X ( t) ‖) = 2 ∑
∞
i = 0
w (2 - i ‖H ( t) ‖‖X ( t) ‖)
2 - i +1
(2 - i +1 - 2 - i)
易见此处的 w ( t) 是递减的有界函数 ,因此第 1 项不大于函数的最小值 w
( r ‖H ( t) ‖‖X ( t) ‖)
r
,
r ∈[2 - i ,2 - i +1 ]. 于是 , 上面推证中最后的关系式的和小于 2∫
2
0








d s . 依据不等式 (1) ,得到 ‖u ( t) ‖≤2α+1 k f ‖H ( t) ‖
α‖X ( t) ‖α. 证毕.
注 　定义在式 (1) 中的 k f 实际是依赖于函数本身. 如当 f 为线性函数时 ,则有 k f = ‖f ‖;若 f 满足
Lipschitz 型条件 ‖f ( X1) - f ( X2) ‖≤L u ‖X1 - X2 ‖和 f (0) = 0 时 ,则有 k f = L u . 对这 2 类函数有





( t) = A ( t) X ( t) + g ( t , X ( t) ) + B ( t) X ( t) u ( t) + C ( t) u ( t)
Y( t) = H ( t) X ( t) , u ( t) = f ( Y( t) ) ; X ( t0) = X0
(2)
式中 , X ( t) , Y( t) 为 n 维向量 ; A , B , H 为 n ×n 阶矩阵 ; C 为 n ×1 阶矩阵 ,且 A , B , H , C , g 均为关于
变量的连续函数. 在本文中假设系统 (2) 的解 X ( t) 为定义在满足初始状态下的、惟一的连续可微函数.
定义 1 　对 Πε > 0 和 t0 > 0 ,若存在δ > 0 使得当 ‖X0 ‖ < δ时 ,成立 ‖X ( t) ‖ <ε, t ≥ t0 ,则
系统 (2) 的零状态称为稳定的.
定义 2 　若系统 (2) 的零状态是稳定的 ,且存在δ > 0使得当 ‖X0 ‖<δ时 ,成立lim
t →∞
‖X ( t) ‖= 0 ,
则称系统 (2) 的零状态是渐近稳定的.





( a ( s) - b ( s) x ( s) ) d s , t ≥ t0 ,若存在常数 a > 0 使得 a ( t) ≥ a , t ≥ t0 ,则成立 inf
t ≥t
0





证明 　先分解 b( t) 为 2个非负连续函数 ,即 b( t)
def
b+ ( t) - b- ( t) ,令 S +
def
{ t : a ( t) - b+ ( t) x ( t) >
0} ,以及 S -
def
{ t : a ( t) - b+ ( t) x ( t) ≤0} .若 t0 ∈S
+ ,因为函数 a( t) , b( t) , x ( t) 的连续性 ,则存在一闭的开
集[ t0 ,β0) < S + .于是∫
t
t0
( a ( s) - b+ ( s) x ( s) ) ds在集合[ t0 ,β0) 上是递减函数 ,即 x ( t) ≥x ( t0) , t ∈[ t0 ,β0) .如
果 t ∈S + ,依据 a( t) , b( t) , x ( t) 的连续性 ,则集合 S + 是一开集 ,即集合 S + 为不连通的开集(αi ,βi) , i = 1 ,2 ,
⋯的可数的并 ,也即 S + = ∪
∞
i =1
(αi ,βi) ,其中αi <βi < αi +1 , i = 1 ,2 , ⋯;如果 t ∈( S






≤ x ( t) . 因 为 a( t) ≥ a , b( t) ≤ ‖b ‖∞, 因 此 对 任 何 i , 有 x ( t) =


















( a( s) - b+




b- ( s) x ( s) ds . 若 t ∈ (αi ,βi) , i = 1 ,2 , ⋯, 则后 2 个积分为正 , 即 inf
t ≥t
0




,1 , ( x ( t0) = 0) .
引理 3 　假设 A 为定义在 R+ 上的 n ×n 阶连续矩阵 ,则存在一个 n ×n 阶矩阵 D 满足 A = D
·
D - 1 .
进一步 ,若 A 是一 n ×n 阶常数矩阵 ,则矩阵 D 可表征成系数为 exp (λit) , i = 1 ,2 , ⋯, n 的关于变量 t 的




k ,此处 ak , k =
1 ,2 , ⋯, n 是常数.
证明 　依据微分方程理论和线性代数理论可得 .
2 　主要结论






= 1 ,1 ≤p ≤∞,α为一正的整数 , ‖H ( t) ‖在 L ∞( R+) 上有界 ,存在常数 kg使得 X
T g ( t ,
X ( t) ) ≤ kg ‖X ( t) ‖






vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ +
vT Cu ( s)
‖X ( s) ‖ d s ≤ M , t
-
> t0 ,其中 M 为常数 , v 表示向量
X ( t)








vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ +
vT Cu ( s)
‖X ( s) ‖ d s = - ∞.
证明 　因为 d
d t
‖X ( t) ‖ = vT Av + v
T g ( t , X ( t) )
‖X ( t) ‖ + v
T Bvu ( t) +
vT Cu ( s)
‖X ( t) ‖ ‖X
( t) ‖,则有




vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ + v
T Bvu ( s) +
vT Cu ( s)
‖X ( s) ‖ d s =






vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ +
vT Cu ( s)






vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ +
vT Cu ( s)
‖X ( s) ‖ d s exp ∫
t
t0
vT Bvu ( s) d s (3)
对于 t
-
> t0 成立. 此处 t
-






vT g( s , X( s) )
‖X( s) ‖ +
vT Cu ( s)




( ‖A ‖+ kg + 2
α+1 kf ‖C ‖‖H ‖
α‖X‖α- 1) ds 成
立.
若α > 1 ,因为 A , C , H 在任意紧集[ t0 , t
-
























vT Bvu ( s) d s 关于 t 一致有界即可. 依据 B ( t) , H ( t) 的假设以及系统 (2) 的解 X ( t) 的有界性 ,













其中 , FHτ = sup
t ∈R+
‖H ( t) ‖. 证毕.
推论 　假设函数 f 在情形α = 1 下满足条件 (1) ,且 ① C ( t) , H ( t) ∈L ∞( R+) , B ( t) ∈L 1 ( R+) ;
②存在常数 k g , k f 使得 ‖g ( t , X ( t) ) ‖≤kg , ‖f ( X) ‖≤k f , X ∈Rn 成立 ; ③存在正的函数 R ( t) 和
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正数ε使得下列关系成立 :
　　XT ( AX + g) ≤- R ( t) ‖X ‖2 , X ≠0 , t ≥ t0
　　R ( t) ≥max{ k f ‖B ( t) ‖+ε, 4 k f ‖H ‖‖C ‖} , t ≥ t0
则系统 (2) 的零状态是稳定的. 进一步 , 若函数 R ( t) - 4 k f ‖H ‖‖C ‖是不可积的 , 即∫
∞
t0
( R ( s) -
4 k f ‖H ‖‖C ‖) d s = ∞,则系统 (2) 的零状态是渐近稳定的.
证明 　令 x ( t)
def ‖X ( t0) ‖
‖X ( t) ‖ , a
( t)
def
- vT Av - vT Bvu ( t) ,以及 b ( t)
def vT ( g + Cu ( t) )
‖X ( t0) ‖
,代入




( a ( s) - b ( s) x ( s) ) d s . 因为 a ( s) ≥ R ( s) - k f ‖B ‖ ≥ε,以及 b ( s) ≤
k f ‖C ‖∞ + kg
‖X ( t0) ‖
< ∞,利用引理 2 ,该积分方程的解是一致有界的 ,即 ‖X ( t) ‖∞ < ∞,于是依据定理 1 ,






vT g ( s , X ( s) )
‖X ( s) ‖ +
vT Cu ( s)




( - R ( s) + 4 k f ‖C ‖‖H ‖) d s 是有界还是趋于 -
∞. 推论证毕.
考虑系统 (2) 的解的有界性 ,在一定条件下系统 (2) 的平衡态是一致稳定或者渐近稳定的.
定理 2 　若 X ( t) 表示系统 (2) 的解 , D 为定义在引理 3 中的矩阵并满足 A = D
·
D - 1 ,假设 ①存在非
负常数 c > 0 满足 XT D - 1 BDX ≤- c ‖X ‖2 < 0 , X ∈ Rn ; ② f ( X) 为非负输入 ; ③ ‖D - 1 C ‖ ∈




‖D - 1 ( t) C ( t) ‖
c
, ‖D - 1 ( t0) X ( t0) ‖ .
证明 　作变换 X ( t) = D ( t) w ( t) ,则系统 (2) 化为下列形式 :
　　
Ûw = D - 1 g ( t , Dw) + D - 1 BDwuτ + D - 1 Cu






vT g ( t , Dw)
‖w ‖2
+
vT D - 1 BDvu
‖w ‖ +
vT D - 1 Cu
‖w ‖2
‖w ‖2 (5)
令 R ( t)
def
- vT D - 1 BDv , R1 ( t) = - v
T D - 1 g ( t , Dw) , b ( t)
def
vT D - 1 C ,根据定理假设 - R ( t) ≤- c <
0 , - R1 ( t) ≤- c < 0 . 依据引理 2 ,将 b ( t) 写成 b ( t)
def
b+ ( t) - b - ( t) . 根据式 (5) 有下列关系 :





‖w ( s) ‖ -
b+ ( s)
‖w ( s) ‖2




b - ( s) u ( s) + R1 ( s)
‖w ( s) ‖2
d s +
1
‖w ( t0) ‖
(6)
下面的证明过程类似于引理 2 . 证毕.
在下面的讨论中 , 在情形α = 1 及满足假设条件 (1) 下 , 并假定输入具有输出反馈形式 u ( t) =
f ( Y( t) ) .
定理 3 　若 X ( t) 表示系统 (2) 的解 , D 为定义在引理 3 中的矩阵 , 即 A = D
·
D - 1 , 令 X ( t) =











(4 k f ‖D
- 1 ‖‖D ‖‖C ‖‖H ‖ + kg ‖D
- 1 ‖) d t ,
若 1 - k2e
k2 > 0 ,则存在一常数δ > 0 ,使得
　　‖X ( t) ‖≤
‖D ( t) ‖‖D - 1 ( t0) X ( t0) ‖
1 - k1e
k
2 ‖D - 1 ( t0) X ( t0) ‖ - k2e
k
2
, 　‖X ( t0) ‖ < δ (7)
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‖w ‖ + 4 k f ‖D
- 1 ‖‖B ‖‖D ‖2 ‖H ‖ d s
令 1‖w ‖ -
1
‖w ( t0) ‖





- 1 ‖‖B ‖‖D ‖2 ‖H ‖+
4 kf ‖D









- 1 ‖‖D ‖‖C ‖‖H ‖+ kg ‖D
- 1 ‖) z ds
利用经典的 Gronwall2Bellman 不等式 , 可得 z ≤ k1 +
k2
‖w ( t0) ‖
e k2 . 从而 1‖w ( t0) ‖
- k1 +
k2
‖w ( t0) ‖
e k2 ≤ 1‖w ( t) ‖. 这 样 有 ‖w







Λ, 因 此 ‖w ( t) ‖ ≤
‖w ( t0) ‖
1 - k1e
k





‖D - 1 ( t0) ‖
,若 ‖X ( t0) ‖ < δ,则有 ‖w ( t0) ‖ ≤
‖D - 1 ( t0) ‖‖X ( t0) ‖ < ‖D
- 1 ( t0) ‖δ = Λ. 所 以 ‖X ( t) ‖ ≤ ‖D ( t) ‖‖w ( t) ‖ ≤
‖D ( t) ‖‖w ( t0) ‖
1 - k1e
k




‖D ( t) ‖‖D - 1 ( t0) X ( t0) ‖
1 - k1e
k
2 ‖D - 1 ( t0) X ( t0) ‖ - k2e
k
2
, ‖X ( t0) ‖ < δ. 证毕.
从式 (7) 易见当 ‖D ( t) ‖∈L ∞( [ t0 , ∞) ) 时 ,则系统 (2) 的零状态是稳定的 ;当lim
t →∞
‖D ( t) ‖ = 0
时 ,系统 (2) 是渐近稳定的.
例 　考虑下列半线性系统
　　
Ûx 1 ( t)
Ûx 2 ( t)
=
- 2 - 1
0 - 3
x 1 ( t)
x 2 ( t)
+
e - 6 t e - 4 t
0 015 t
x 1 ( t)





( t + 10) - 3e - t







015 t - 1 - 016
017 012
x 1 ( t)
x 2 ( t)
(9)
其中 , u ( t) = f ( Y( t) ) , f ( X) = ‖X ‖cos 1‖X ‖.
(10)
依据引理 3 的证明 ,有 D ( t) =
e - 2 t e - 3 t
0 e - 3 t
. 令 t0 = 0 ,与系统 (2) 相比较 ,可得
　　A =
- 2 - 1
0 - 3
, H =
015 t - 1 - 016
017 012 , C =
( t + 10) - 3e - t
e - 2 t
, B =
e - 6 t e - 4 t
0 015 t
利用定理 3 知 ‖H ‖≈ 1108 , ‖D ‖≤ 3e - 2 t , ‖D - 1 ‖≤ 3e3 t , ‖C ‖≤ 2 ( t + 10) - 3e - t , ‖B ‖




, 这样 ‖X ( t) ‖ ≤
3e - 2 t ( x 1 (0) + x 2 (0) )
2 + x 2
2 (0)
1 - 11349 2 (01299 5 + 91620 3 ( x 1 (0) + x 2 (0) ) 2 + x 22 (0) )
,
‖X (0) ‖ < δ,此处的δ > 0 为某正实数. 由定理结论得到系统是渐近稳定的.
线性系统 X
·
= AX ( t) 的稳定性依赖于矩阵 A 的特征值. 若 ‖D - 1 C ‖∈L ∞( R+) ,从定理 2 结论发
现半线性部分 B ( t) X ( t) u ( t) 比项 C ( t) u ( t) 更重要的. 对于定理 2 ,假设矩阵 D 的逆等于 D 的转置 ,即
D - 1 = D T ,则解 X ( t) 的有界性依赖于矩阵 B ( t) 的负定性. 另一方面 ,从定理 3 ,可知项 A ( t) X ( t) 和
C ( t) u ( t) 几乎决定了半线性系统的稳定性 ,只要对非线性限制的 k2 很小 ,因为非线性项限制不依赖于半
线性部分. 综合可见本文所讨论的系统的稳定性行为决定于 A , B , C 和输入及非线性性.
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